Fakultet Organizacionih Nauka
Laboratorija za Statistiku

STATISTIKA
LINEARNA REGRESIJA

Testiranje zavisnosti - Parametarski i neparametarski
Ne pruza mogucénost ocenjivanja ili predvidanja vrednosti jedne pojave na osnovu
poznavanja vrednosti neke druge.

Tu uvodimo linearni regresioni model.

Posmatramo dve promenljive XiY.

Moramo definisati (za razliku od zavisnosti) zavisnu i nezavisnu slu¢ajnu promenljivu.
Na zavisnu promenljivu Y utice nezavisna X.

Primer - od primanja u domacinstvu ¢e zavisiti potrosnja

Dijagram rasprsenosti (tabela i slika)!!

Cilj je da nadjemo linearnu zavisnost izmedu X i Y.
Trazimo pravu koja najbolje reprezentuje (aproksimira) izmerene vrednosti - ta prava
je linija regresije.
Neka je obelezje Y zavisna promenljiva, a X kontrolisana (nezavisna) promenljiva.
Linearni statisticki model ¢e imati oblik (na populaciji)

Y =aX +f+e
Promenljive & su slucajne promenljive (slu¢ajan sum - greska), koje odgovaraju
elementima uzorka. (poremecaj, stohasticki ¢lan)
Deterministicka (ta¢no jedna vrednost - povrsina) i stohasti¢ka (vrednosti se uzimaju sa

verovatnoc¢ama) veza. Kod stohasticke veze moZe doc¢i do znatnih odstupanja Y od
proseka..
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[zmerene vrednosti u uzorku su X iY, i predstavljaju roj tacaka u ravni X0Y,

AY

i

Na uzorku ¢e linija regresije - regresiona prava biti oblika:

Y, =aX,+j

PosSto ne znamo koliko su a i § cilj nam je da ih ocenimo na uzorku.
To radimo metodom najmanjih kvadrata.

Metoda najmanjih kvadrata

DefiniSemo odstupanja empirijskih tacaka (dobijenih vrednosti) od regresione prave Ta
odstupanja su vertikalna odstupanja izmedu stvarne i ocenjene vrednosti y i nazivaju se
reziduali.

A

Reziduzal: e =Y -Y =Y, —(5’Xi "‘/3’)

Koeficijente a i f ¢emo oceniti tako da minimiziramo sumu kvadrata odstupanja

empirijskih tacaka (dobijenih vrednosti) od regresione prave.
2

S [¥-(ax +B)] =F(a.p),

i=1

Odredi¢emo vrednosti a i 3 tako da ova funkcija ima najmanju mogucu vrednost, tj.
oceni¢emo ih tako da ukupno kvadratno odstupanje bude minimalno.

[zjednacavanjem parcijalnih izvoda funkcije F sa nulom

IF(@.h) _ 9F(a.f)

oa ap
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Dobijamo parametre:

1 —
*Z XY, =Xy
a="
S
o - pokazuje prose¢nu promenu zavisne promenljive Y kada se nezavisna poveca za

jednu svoju jedinicu.
To je nagib prave. Pokazuje zavisnost Y od X. MoZe biti direktna i inverzna veza.

,@:y—di

B - odsecak na Y osi

E(d)=a E(B)=p
* ocene su nepristrasne, najbolje i najefikasnije
* Imaju Normalnu ili pribliZno Normalnu raspodelu

=<5

:d')(i"',é E(YAi)zaXi"',B

& - slucajan Sum
E(¢,)=0, Var(e ) =0o?,
Var ( i ) =0” - konstanta

Ocekivane vrednosti slucajnih promenljivih & jednake nuli, a varijanse su sve
medusobno jednake i iznose o? (homoskedasti¢nost), a &,&,,...,&,su nezavisne

slucajne promenljive.

Varijansa od epsilon je isto Sto i varijansa od Y (rezidualna varijansa)

Standardna greska regresije - koren iz varijanse promenljive Y

&=+6?
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Testiranje Hipoteza

H,(a =0)
H,(a >0) H,(a <0) H,(a# 0
desnostrana levostrana obostrana
a-a

r=—-2,S(n-2):t_,
Ho (B =5,)
H, (8> 5,) H,(8<5,) H.(B8% B,)
desnostrana levostrana obostrana

— :é - :Bo 2 .

r=——===\Si(n-2) .,
g4 S; +X
VAZNO: X1iY su uvek kontinualnog tipa
Prvo proveriti iz teksta zadatka Sta je X a Sta Y pa onda raditi zadatak

ZADACI:

1. Komadi odredene vrste rude izdvojeni su na osnovu njihove specificne gustine (X) i u njima je merena

sadrzina gvozda (Y). Dobijeni su slede¢i rezultati

X

2.8

2.9

3.0

3.1

3.2 3.2

3.2

3.3 3.4

Y

27

23

30

28

30 32

34

33 30

Oceniti jednacinu linearne regresije sadrzine gvozda u odnosu na specifi¢nu gustinu.

Resenje:

X y X2 y2 Xy
2.80 27.00 7.84 729 75.6
2.90 23.00 8.41 529 66.7
3.00 30.00 9 900 90
3.10 28.00 9.61 784 86.8
3.20 30.00 10.24 900 96
3.20 32.00 10.24 1024 102.4
3.20 34.00 10.24 1156 108.8
3.30 33.00 10.89 1089 108.9
3.40 30.00 11.56 900 102
suma 28.10 267.00 88.03 8011 837.2
prosek 3.12 29.67 | 9.781111 | 890.1111 | 93.02222
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=12,067

A

L=Y-GX =29.67- 12,06713.12 - 8,0:

Y =12,067X - 8,01

2. Pretpostavlja se da izmedu broja kupaca (Y) i broja ponudenih artikala (X) u prodavnicama postoji
linearna veza. U cilju provere te pretpostavke, izvrSena su merenja u 20 prodavnica i metodom
najmanjih kvadrata dobijeno je sledece:

4=12 b=0.8 6=1998 u S’ = 986

Da li se, na osnovu dobijenih podataka, a sa rizikom od 5%, moZe smatrati da postoji linearna veza
takva da, kad se povecéava broj ponudenih artikala, raste i broj kupaca? Formulisati hipoteze.

ResSenje:
Y =12X +08
H,(a =0)
H, (a >0)
r=9"% JS(n-2):t
g
1,2

r=——4/9,86[18= 0,¢
19,98
P{r>t}=a=0.05

tab
P{ r< to} =09 = t,=18 = C= ( 1.81'00) Ne prihvatamo Ho hipotezu

t18

3. U6 preduzeca su mereni dohodak i licna primanja. Izrazeni su pokazateljima XiY:
X 0.767 0.112 2.677 0.865 0.832 5.503

Y 0.313 0.047 1.101 0.380 0.365 2.277
Izvrsiti statisticku analizu zavisnosti ova dva pokazatelja

Resenje

a=0.411 ~

? Y =0.411X + 0.00¢
b =0.00¢
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1
n
62 =%2(Y V) :—1(2\42 &y %X, - BYY ) =0.00011¢

r=9"% [s?(n-2)=138,38t
ag
tab

P{l7]<t,} =095  F(t,)-1= 095 F(t,)= 0.975 =tp= 2

c= (—00; —2.8) 0 ( 2.8;+00) 7 [JC = Ne prihvatamo Hy hipotezu

4. Metodom najmanjih kvadrata ocenjen je linearni model:
Y =2,1X + 0,0!
ca odgovarajuéim parametrima:
Xx=15 S2 =25 §°=90 n=100

Da li se, sa rizikom od 3%, moZe smatrati da je presek regresione prave sa Y-osom pozitivan.

Resenje:

N(£=0) L BB 5755 = 0003

H, (8 >0) RS T

P{t,, >t} =0.03 P{t,, <t} =0.97 =1,= 1.8¢
N

c=(1.89+0) 7OC=H,

5. Naosnovu izjava 10 studenata FON-a, dobijeni su slede¢i podaci:

Student 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
Broj sati na vezbama 26 16 34 23 47 52 18 22 50 42
Broj poena na ispitu 64 61 74 60 88 92 52 64 82 78
a) Oceniti odgovarajuci regresioni model;

b) Testirati hipotezu da se, pove¢anjem broja sati na vezbama, povecava i broj poena na ispitu.
c) Predvideti broj poena na ispitu za studenta koji na vezbama provede 40 sati

Resenje:

a) Oceniti odgovarajudi regresioni model;
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;2 X 2 - 12602

~1089= 171.
10
12 XY—W 25176 53595 o
G=n -_10_ =0.9235 B=Y-4X = 41.025
S, 171.2

Y =0.9235 + 41.025
b) Testirati hipotezu da se, pove¢anjem broja sati na vezbama, povecava i broj poena na ispitu.

Ho(a=0)
H,(a >0)

& =5(2Yi2 @Y X Y - By %) =12.602
_a-a, \/7 09235\/7
171.208= 9.627

P{r>to}:a p{r<t0}=1—a’%6t0:z.9 ¢ =(2.9%)

r Uc = H,odbacujemo

¢) Predvideti broj poena na ispitu za studenta koji na vezbama provede 40 sati

Y =0.9235740+ 41.025% 77,96

6. Merenjem snage automobila i njegove potro$nje dobijeni su sledeéi podaci:
Snaga 50 60 45 80 92 110
Potrosnja 7.6 7.7 6.3 8.1 7.5 9.2
Pretpostavljajué¢i da posmatrana obeleZja imaju Normalnu raspodelu:
Odrediti regresionu pravu za potro$nju automobila.

Da li se sa rizikom od 3% moZe smatrati da je presek regresione prave sa y osom pozitivan?

Resenje:

Y =8X +b

X=72,83 Y=7,73  Si= 543,47

& =0.029 B=7.73- 0.03]72.8% 5,5
a =0.03

H,(8=0)

H,(5>0)

62 :%(z\qz—dz XY -BYY)=0,264  &=67=0.514
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£~ B, 2 . _
r=——L0Jn-2)S :t,, 7 =6,629
1/S&+

p{r >t} =003 plr<t}=0970m ~t,=26
=(2.6,+0) r0c

7. Prosecna starost mladoZenja i nevesta u 10 opStina bila je slede¢a

MladoZenja 19 22 26 32 37 42 47 52 57 62

Nevesta 19 21 24 29 35 38 43 41 49 51

a) Odrediti parametre linearne veze izmedu ova dva pokazatelja

b) Da li se sa rizikom od 0.01 moZe smatrati da postoji takva linearna veza da prosecna starost
neveste raste kada raste prosec¢na starost mladozenje?

ResSenje:

a) Odrediti parametre linearne veze izmedu ova dva pokazatelja

_ _ Y
X =39,6 Y_Z =15 3
N 10

X g
S =4 -X?=200,24

N

1y xv-xv o
ag=1"—__ -0,756 B=Y-4X = 5,06:

S

X

Y =0,756X + 5,06:

b) Da li se sa rizikom od 0.01 moZe smatrati da postoji takva linearna veza da prosecna starost
neveste raste kada raste prosecna starost mladozenje?

H,(a =0)
H,(a>0)

éZ:E(ZYf—dZXi Y, - B Y)=2,55
_a-a, (@ ~ 0.9235
,/s \/171 Z08= 19,03

mab

P{r>to}:0,01 P{r<to}:O,99t_—8>t0: 2.9 c=( 2.%)

r e = H,odbacujemo




Fakultet Organizacionih Nauka
Laboratorija za Statistiku

8. Izdrzljivost sintetickog materijala merena je pre bojenja (X) i posle bojenja (Y). Dobijeni su sledeci
podaci:

Broj merenja 5 5 15 10 40 5 20 30
X 4.0 3.5 4.1 5.5 4.6 6.0 5.1 4.3
Y 3.0 3.0 3.8 2.1 4.9 5.3 3.1 2.7
a) Odrediti linearnu vezu izmedu izdrZljivosti posle bojenja i pre bojenja.

b) Testirati hipotezu o nezavisnosti ovih promenljivih.

Resenje:

a) Odrediti linearnu vezu izmedu izdrZzljivosti posle bojenja i pre bojenja.

g=5990_ 00 5o 4735 oo,
130 130
2 =21972_ 467026 S?= 186245 5 6a= 1.07
130 130
21868, 513.64 )
G =-130 e =0.136 (3= 3.64 0.164.61 3,0

Y =0.136X+ 3,01F

b) Testirati hipotezu o nezavisnosti ovih promenljivih.
H,(a =0 a-a
of ) r=—=2,/S}(n-2)=0,801
o

H,(a #0)

P{l72t,} =0.00  F(t,)- 1= 0.99

mab ma6 TDC: HO
F(t,)=0.995> ==1,= 257 c=(-w ; 25]0( 25%x)
Ho:p=0 Y r
=3 =0.071 = Jn-2=0,80¢
Hipro 0y N
Pilr|=t,; =0.01 ZF(t,)— 1= 0.99
{|T|> o} - (t) rdC=H,

F(t,)=0.9955 = =t,= 257  c=(~0 + 25]0( 2.5%w)

tiog N
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9. Naosnovu 10 obavljenih merenja dobijeni su podaci:
1 — —~— - 2 _ 2
~YXY=86 %=20 Ty 40 = 40 s O

Testirati hipotezu: "Izmedu X i Y postoji linearna veza, takva da, kad raste X, raste i Y”. Formulisati
nultu i alternativnu hipotezu i sprovesti test sa a = 0.01.

ResSenje:

Ho(a =0)
H, (a >0)

r= a—Aao JSi(n-2):t
19}

"Z_ln _A2:_ 2 = _,\

6t =2 -¥) ~(XvE-ayvx - )

. 1ZXiYi_X_y n ~

g=0—— =015 p=y-4x=37 &°= 0.1

SX

0.15
r=——+/4[8=2.11¢
+0.16
P{T >t0} =a=0.01
tab
P{T<to} =099 = t,=29 = C :( 2.9']'00) Ne prihvatamo Ho hipotezu
ty

10



